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La présentation, ln lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des ruisonnements entreront
pour une part importante dans Pappréciation des copies.

Les candidats sont invitds & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuls.

lis ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Putilisation d'une régle gradude est autorisée.

Si au caours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il Ia signalera sur sa copie et
poursuivra sa compasition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre.

Est-il possible que le marketing digital pose des problémes de sécurité des données personnelles? De récents
travaux ', mettant en cause les outils de mesure de performance en temps réel des différentes campagnes
de publicité sur nternet, démontrent que certaines données trés sensibles (préférences religienses, sexuelles,
ete.) peuvent étre obtenues par des segmentations précises des audiences et sans aucune action de la part de
Tutilisateur,

Dans ce probléme, nous nous intéressons 4 une méthode proposée pour protéger ces données, méthode baptisée
confidentialité différentielle.

Les parties I et I sont totalement indépendantes, Vous trouverez une aide Scilab en fin de syjet.

On considére un espace probabilisé (€2, 4, P} sur lequel sont définies les variables aléatoives qui apparaissent -
dans "énonce.

1. Par exemple, A. Korolova. Privacy violations using microtargeted ads : A easo study (2010)
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Partie I ~ Lois de Laplace - propriétés et simulation

Soit & € R et B > 0. On dit qu'une variable aléatoire réelle & densité suit une loi de Laplace de paramétre
(e, BY, notée L{c, ), si elle admet cormme densité la fonction f donnge par :

VieR, f{f)= 2.3 'p( E%‘ii-)

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité dune variable nléatoire réelle,
2. Déterminer la fonction de répartition, notée ¥, de la Joi £(0,1).
3. On suppose que X suit la lof £{0,1). :
(a) Montrer que X 4 a'suit Ta loi L{a, 8).
(b) En déduire la fonction dn répartition de la loi L{a, 8}
4. Espérance &b vprionce.
(a) On suppose que X snit laloi £(0,1).
' Mortrer que E(X) et ¥(X) existent et valent respectivement 0 et 2.
(b) En déduire Pexistence et les valeurs do l'espérance ot de la variance d*une variable aléatoire réelle
qui suit 1a lot £{cx, ).
b. Simulation & partiy d'une lot exponentielle. Soit U une variable aléatoire equi suit la loi exponentielle de
paramdtre 1 ot V' une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre § et indépendante de U.

(8) En utilisant le systéme complet naturellement asgocié & V', montrer que X 2V — 1)U suit la
loi £(0, 1),
(b} Compléter la définition Scilab ci-dessons pour guoe Ja fouction ainsi définie réalise la simulation d’une
variable aléateire qui suit la lot Lo, f) :
function » = Laplace lalpha,beta)

if ... <= 1/2
Vo ]

elge
Vo )

and

X

]

(247 — 1) % grand(l, 1, "exp", 1)
Ir =. .

endfanction

Partie II - Lois e-différentielles

Soit & > 0. On dit que {(X,Y), un Goﬁple de variables aléatoires, est un couple e-différentiel si, pour tout
intervalle I de K ;
e P(X el P(Y el g P(X €1])

Intuitiverment, les lois de X et ¥ seront d’autant plus pmc:hes que le plus petit & tel que (X, Y) soit un vouple
e-différentiel est proche de 0.

6. Soit (XY, %) un triplet de variables aléatoires réelles.
(a) Montrer que si (X,Y) est e-différentiel alors (Y, X) Vest ausgi.
{b) Montrer que 81 (X,Y) est e-différentiel ot (V, Z) est 6'-différentiel alors (X, Z) est (e-+&")-différentiel.
7. Soit (X, ) un-couple de variables aléatoires réelles discrétes. On suppose.que X (YUY () = {zn/n € J}
ob J est un gous engsmble non vide de N.
Montrer que (X,Y) est e-différentiel si et seulernent si

VneJ, eFP(IX = zn]) SP(Y = 2]) < " P(IX = 2])

I "
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8. Premier cxemple.
Dans cette question, on suppose que X suif la loi géométrique de parameétre %, Z suit 1a loi de Bernoulli

de paraméire p €]0, 1] et elles sont indépendantes. On poge ¥V == X + Z.
{a) Déterminer la loi de Y.
. P(Y = k) !
(b) Etablir que pour tout k& N', 1—-p < 5 TETR <3 —
(¢) En dédmre que {X,Y} est —In(l — p)-différentiel.
(d) Que se passe-t-il lorsque p s'approche de 0 ou lorsqu’il 8’approche de 17 Etait-ce prévisible 7
9. On suppose que X et Y sont deux variables 4 densité de densités respectives f et g et de fonction de

p <

répartition F et ¢,
(a) On suppose que pour tout t € R, e~ f () < g(t) < e® f(2).
Montrer que (X,Y) est ¢-différentiel.
{b) On suppose dans la suite de cette question que (X, V) est e-différentiel.

Soit h >0 et € R ott f et g sont continues.

Montrer gue ‘
e HEER) - F) G+ h) -G . Flt+h)— F(t)
% < e
h h h
En conclure que :  e7° f{t) < g(t) < o° f(t). :
10. Deuzitme exemple : lois de Cauchy.

00
(a) Montrer que f P dt converge, On admet que cette intégrale est égale 4 .
-0
7]

(b} On définit, pour a > 0, Ia fonction f, sur R par, pour tous ¢ € R, f,(t) = ;—TW.

Montrer que f, est upe densité de probabilité d’une variable aléatoire 4 densité.
(¢) On suppose que X et ¥ sont deux variables aléatoires admettant comme densités repectives fy et

Jo aveca > 1.
Montrer que (X,Y) est In{a)-différentiel

11. Une premiére interprétation.
On suppose que (X,Y") est un couple s-différentiel et que U/ est une variable de Bernoulli de parsmatre

p €]0, 1 indépendante de X ot ¥,
On définit a variable aldatoire Z par :
Vwe, w)=4ow sl =1
Y(w) sinon.

(a) Soit I un intervalle de R telle que P([Z & I]) # 0.
P(X € 1))

Montrer que : Pzen{lU = 1)) = POP(X € 1) + (1 —p)P(Y € 1))’

En déduire que : o »
——e— P (U =1]) € —mgmtomm—
pra-pe < eenlU=1< oy

{b) 8i ¢ est proche de zéro, le fait de disposer d’une information sur la valeur de Z change-t-il nota
blement le paramétre de la loi de U7 et par conséquent la probabilité d’en déduire la valeur prise

par U7

Partie IIT - Confidentialité différenticlle

o Joit d € N*. On considére D = [0, d] et » un entier naturel plus grand que 2.
» Or dira que deux éléments de D™, a et b, sont voising si ils ne différent que d'une composante au plus

On note ¥ Pensemble des couples de voisins.
» On considére ¢ une application de D™ dans R.
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Concrétement, un élément de ™ représente une table d’une hase de donnée et g une requéte sur cetie base,

Etant donné a == (a1, .., 0n), 00 Fintéresse su probléme do la confidentialité de certains deg o lorsque les
atttres a; sont conuus, ainsi que D, ¢ ot g(a).

12. Dans cette question on suppoge quUe g, ..., Gn 800G connus el on cherche 4 protéger 0.
(8) Quelle est probahilité d’obtenir la bonne valeur de ey si Pon choisit une valeur an hagard das [0, 4] 7
Tt
(b) Dans cette question q{gy; «:, an) = 3 ;.
=1
Montrer que si g(a) est publigue a,Iors on gaft détermmer la valeur de ¢:

On dit que Pon dispose d'un procédé de e-confidentialits de D™ pour ¢ &i :
(el) pour tout a € D®, on dispose d'une variable aléatoire réelle Xoi
(e2) pour tout (a,b) € V, (X, Xb) eut e-différentiel.
(63} pour tout a & D*, E(X,) = q(a).

13. Majoration de la probabilité de trowver ai.
Dans cette guegtion, nous allons justifier en pariie la texmmologm On suppose A NOUVERY QU8 & .r, Oy
sont comnus, que U'on cherche 4 protéger gy et que ;
¢ Le public connait dey. ‘intervalles fo, ..., Iy disjoinds de réunion R tels qu'avee ley valeurs fixées de
@3, s Ony 8 g{a) € Iy alors ay = 7. Cela s1g:mﬁe que si g(a) est publique alors ) aussi,
« On dispose d’un procédé de e-corfidentialité de D® pour q et gue l'on rend X, publique 4 la place
de g(a).

On considére alors que 'expérience aléatolie modélisée par (£2, A, P) eomporte comme premisre &tape le
choix au hasard de a1 dans [[0,d] et on définit ;
s A la varisble aléatoire associée & ce choix;
» pour tout § & [0, d]l, ¥i = X(j.05,....0n): 00 sUDPOSe que Ay 06 ¥y sont indépendantes pour tout j € D,
o la variable aléatoire reelle R par:

Ve € 2, si A1{w) = J alors on détermine Punique & tel que Yi(w) € I, et on pose R(w) = &
v 0=P(R=A)).

{a) Montrer que § = Z[F‘( ¥ & Il n[Aq = 3]).

4=0

(b} En déduire que § = = Z R(Y; € L))

3~0
(c) En conchure que s .
o b e e o &
8 1 (ef (e~ 1)P([Yp € Io])) € P
G—p

1
(d) On pose p = d_l_let'r

Deonner une majoration de 7 Que représante cette quantiié?
Qu'en déduire concernant le méthode de coiifidentialité présentée dans cette question lorsque & cst
proche de 07

On pose § = m-a.x |g(a) ~ g(b}| et on suppose que 4 > 0.

14. Dans cette questlon, pour tout ¢ & D™, on poge X, = g(a) + Y od ¥ suit la loi de Laplace de patamétre
(0, 8).

() Pour tout ¢ € D*, déterminer E(X,) et une densité de prababilité fo de la loi de X, en fonction
de g(a) et de 8.
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(b) Montrer que pour tout ¢ € R et (a,b) & ¥, fu(t) < exp (%) Jol®).
En deduire gue pour tout (a,5) € V, (X, Xp) ast %dﬁférentiei.

(¢) Comment choisir 8 pour disposer alors d un procedé de s-confidentialité de D™ pour g7

e
15. Dans cette question, pour tout a = (a4, ..., a,) appartenant 3 D", g(a) = Zak_,
ksl
{a) Quells est Iy valeur de § 7

On ytilise dans la suite le procéds de e-confidentialité tel qu'il a &té défini dans la question 14 mais sy

lieu de publier la, valeur X, on procéde ainsi :
v 5t X, <% on publie 0;
o 51 Xo & [k~ 2, k4 5[ ot k € [1;nd — 1], on public &
+ ginen on publie nd.

(b] Montrer que-la valeur algatoire Z, publise vérifie :

0 s X, < §
Za=q|Xe+%] siXee[bnd=§
nd, sl X, 2nd—- %

(¢) Eerire un script qui pour d, n et e saisis par Putilisateur, génére une valeur aléatoire de a & D" puis

affiche g(a) ot Z,.

(d) Pour n = 1000, d = 4 et ¢ choisi par I'utilisateur, écrire un seriph qui estime Ja valeur moyanné de

L%{—f)v@l {on considérora que gfa) est. toujours non xul),
N.B. A titre d’information, on obtient le tableau de valeurs suivant :
e D1 (0203 [ 04 | 05 | 04 0.7 108 ] 08 i 1.1 12
Moyonne | 191% [ 1% | 0.6 % | 05% [03% [03% [ 0.9 % | 02% [09% | 0.19% | 0.17 % | 0.6 %

Aide Bceilab, La fonction Scilab grand permet de sirauler, en particulier, les lois exponentielles et
uniformes diserétes. Par exemple :

variables indépendantes qui suivent la loi exponentiells d’espérance 0,5,
¢ grand(1,2,"uin",~1,3) renvoie une matrice aléatoire (1,2) dont les coefficients sont des
variables indépendentes qui suiverit la loi yniforme discréte sur [—1, 3].

» grand(3,2,"exp",0.5) reavoie uno matrice aléatoire (3,2) dont les coefficients sont des
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ESSEC math III VOIE E 2017 ].

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017
ESSEC MATH III VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE
Partie I : lois de Laplace, propriétés et simulation
1)
La fonction f est positive. (1.1)
La fonction valeur absolue est continue sur R, car c’est aussi I'application ¢ — /2.
|t —a

Donc la fonction ¢ — — est continue sur R ; la fonction exponentielle est

B
[t —a

continue sur R. Par composition, la fonction ¢ — exp(—T) est continue sur R.

La fonction f est continue sur R (1.2)

+o00
Soit I:/ %exp(—'t;a|)dt.

A
Considérons A > o et posons I(A) = / %exp(_ |t _ﬂa|)dt.

A

Pour ¢t >a, t—a >0, donc [t —a| =t —a ; par suite I(A) = / %exp(—t_Ta)dt.
Faisons un changement de variable : u(t) = t_TO‘ ; du = %dt, donc
A—a
1
I(A) = = —u)Bd
@ = [ 7 Few-wpt
A—a
= %/ ’ exp(—u)du
0
1 45
=35 { — exp(—u) 0
A—
= 31— exp(~£52))
. A—ay_ ; _A-—ay _
ALHJI:OO 3 ) = —o0, donc Alir}rlw exp( 3 ) =0.
ve s ooy [t — «f 1
Cela prouve que l'intégrale I = / 35 exp(— 3 )dt converge et vaut 3-
. & t—«
Soit J—/Oo;ﬁexp(l 3 yat
Considérons B < a et posons J(B) = L exp(— [t- al)dt.
B 28 B
Pour t <a, t —a <0, donc |t — a| = —(t — ). Par suite J(B) = / %exp(t_Ta)dt.
B

Faisons le changement de variable u(t) = t_Ta ; dt = Bdu.
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