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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

HEC VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE

1) Exemple 1

a) A2 = I (calcul facile).

b) Il y a deux façons de procéder.

• Première façon : on a A2−I = (0) ; le polynôme X2−1 est annulateur de A. D’après
le cours, les valeurs propres éventuelles de A sont racines de X2 − 1.

spect(A) ⊂ {−1, 1}.

Vérifions que −1 est valeur propre ; A− (−1)I = A+ I =

(
1 1
1 1

)
. Cette matrice n’est

manifestement pas inversible (elle possède deux colonnes égales), donc −1 est valeur
propre de A.

A−I =

(
−1 1
1 −1

)
. Cette matrice n’est pas inversible car ses colonnes sont opposées,

donc proportionnelles : 1 est valeur propre.

Conclusion : spect(A) = {−1, 1}
• Seconde façon : c’est la méthode classique. On cherche les réels λ tels que la
matrice A − λI ne soit pas inversible. Nous ne traiterons pas cette méthode bien
connue des étudiants car, dans le cas présent, elle ignore le résultat du a).

c) La matrice A possède deux valeurs propres distinctes, elle est carrée d’ordre 2,
elle est donc diagonalisable (c’est une conditions suffisante de diagonalisabilité).

2) Exemple 2

a) En langage mathématique, ce script s’écrit : il existe une matrice P ∈ M3(R),

inversible, telle que P−1BP =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1


Cela veut dire que B est semblable à la matrice diagonale

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

, donc B est

diagonalisable et ses valeurs propres sont −1 et 1.

b) D’après la formule de passage pour les matrices carrées, les colonnes de la matrice

P =

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 sont les vecteurs propres de A associées respectivement à 1,−1, 1.

Si nous notons E(λ) le sous-espace propre de B associé à la valeur propre λ, alors

E(1) = vect
( 1

1
0

 ,

 0
0
1

)
; E(−1) = vect

( 1
−1
0

)
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3−a)
Une matrice de Bn(R) possède n2 coefficients. Pour chaque coefficient, il y a deux
possibilités : −1 ou 1. Donc

Il y a 2(n
2) matrices dans Bn(R)

b)

Raisonnons par exemple sur les colonnes.

Dans la première colonne, il y a un seul coefficient égal à 1 ; il y a n places possibles
pour ce coefficient.

Dans la deuxième colonne, le seul coefficient égal à 1 n’a plus que n − 1 places
possibles (il ne peut pas être sur la même ligne que le coefficient 1 de la première
colonne). Donc il y a n(n−1) places possibles pour les coefficients 1 des deux premières
colonnes. Pour le coefficient 1 de la troisième colonne, il y a n − 2 places possibles,
donc n(n − 1)(n − 2) places possibles pour les trois premiers coefficients. Et ainsi de
suite.

Il existe n! matrices de Bn(R) répondant à la question

Une autre façon de procéder au décompte. Faisons la liste des numéros des lignes
occupées par ces coefficients 1.

Le premier élément de cette liste sera le numéro de la ligne occupée par le coefficient
1 de la première colonne. D’une manière générale, le k ème élément de cette liste sera
le numéro de la ligne occupée par le coefficient 1 de la k ème colonne. On obtient une
liste de n entiers de [[1, n]], distincts deux à deux. C’est une permutation de [[1, n]].
D’après le cours, il y en a n!.

4−a)
Soit y ∈ Im(u− Id). Il existe x ∈ E / y = (u− Id)(x).

(u+ Id)(y) = (u+ Id)(u− Id)(x) = (u2 − Id)(x) = 0 ; donc (u+ Id)(y) = 0.

∀y ∈ Im(u− Id), y ∈ Ker(u+ Id) : Im(u− Id) ⊂ Ker(u+ Id)

b)

D’après le théorème du rang appliqué à l’endomorphisme (u− Id) on a :

dimE = dim Im(u− Id) + dimKer(u− Id) ⇐⇒ n = dim Im(u− Id) + q.

Or Im(u−Id) ⊂ Ker(u+Id) =⇒ dim Im(u−Id) ≤ dimKer(u+Id), c’est-à-dire dim Im(u−Id) ≤ p.
Par suite, dim Im(u− Id) + q ≤ p+ q. L’égalité précédente donne

n ≤ p+ q

c)

Soit (a1, . . . , ap, b1, . . . , bq) ∈ Rp+q /

p∑
k=1

akfk +

q∑
k=1

bkgk = 0. (4.c)

On applique u+Id aux deux termes de l’égalité ; comme fk ∈ Ker(u+Id) pour 1 ≤ k ≤ p,

il vient
q∑

k=1

bk(u+ Id)gk = 0 ⇐⇒
q∑

k=1

bk(u+ Id)gk =

q∑
k=1

bk(u(gk) + gk) = 0.

Or gk ∈ Ker(u−Id), donc u(gk) = gk ; par suite l’égalité précédente devient
q∑

k=1

2bkgk = 0.

La famille (gk)1≤k≤q est une base de G.
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