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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

HEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

Partie I. Quelques propriétés des polynômes de Bernstein

1−a)
B2,0(X) = (1−X)2 = 1− 2X +X2 ; B2,1(X) = 2X(1−X) = 2X − 2X2 ; B2,2(X) = X2 ; donc

K2 =

 1 0 0
−2 2 0
1 −2 1


b)

La matrice K2 est inversible car spect(K2) = {1, 2} qui ne contient pas 0.

c)

T2(A0)(X) = A0(0)(1−X)2 +A0(
1
2
)2X(1−X) +A0(1)X

2

= (1−X)2 + 2(X −X2) +X2 = 1

T2(A1)(X) = 1
2
2X(1−X) +X2 = X

T2(A2) = 1
4
2X(1−X) +X2 = 1

2
X + 1

2
X2

H2 =


1 0 0
0 1 1

2

0 0 1
2


Notons E(T2, λ) le sous-espace propre de T2 associé à λ.

spect(H2) = {1
2
, 1} ; soit P = a0A0 + a1A1 + a2A2 ; T2(P ) = a0A0 + (a1 +

1
2
a2)A1 +

1
2
A2.

T2(P ) = 1
2
P ⇐⇒


a0 = 1

2
a0

a1 +
1
2
a2 = 1

2
a1

1
2
a2 = 1

2
a2

⇐⇒
{
a0 = 0
a1 = −a2

E(T2,
1
2
) = {P = a1X − a1X

2 ∈ R2[X] / a1 ∈ R} = vect(X −X2)

T2(P ) = P ⇐⇒


a0 = a0

a1 +
1
a2

= a1

1
2
a2 = a2

⇐⇒ { a2 = 0

E(T2, 1) = {P = a0A0 + a1A1 ∈ R2[X] / (a0, a1) ∈ R2} = vect(1, X)

2−a)

Les coefficients
(
n
k

)
sont non nuls. Posons Pn,k = Xk(1−X)n−k
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La famille (Bn,k)0≤k≤n est libre si et seulement si la famille (Pn,k)0≤k≤n est libre.

Montrons par récurrence sur n que la famille (Pn,k)0≤k≤n est libre et notons H(n) cette
proposition.

H(0) est satisfaite car P0,0 = 1. H(1) est satisfaite car T1,0 = 1 − X ; T1,1 = X et ces
deux vecteurs sont libres car non proportionnels.

Supposons H(n− 1) satisfaite pour n− 1 ≥ 0.

Soit (λk)0≤k≤n ∈ Rn+1 telle que
n∑

k=0

λkPn,k = 0. Cela se traduit par

n∑
k=0

λkX
k(1−X)n−k = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ R,

n∑
k=0

λkx
k(1− x)n−k = 0. (2.a)

Pour x = 0, l’égalité (2.a) donne λ0 = 0. Donc (2.a) équivaut à

λ0 = 0 et
n∑

k=1

λkX
k(1 − X)n−k = X

n∑
k=1

λkX
k−1(1 − X)n−k = 0. Le polynôme X n’est pas

nul, donc X

n∑
k=1

λkX
k−1(1−X)n−k = 0 ⇐⇒

n∑
k=1

λkX
k−1(1−X)n−k = 0. Posons j = k− 1, on

obtient
n−1∑
j=0

λj+1X
j(1−X)n−1−j =

n−1∑
j=0

λj+1Pn−1,j = 0.

Par l’hypothèse de récurrence, la famille (Pn−1,k)0≤k≤n−1 est libre , donc l’égalité
précédente donne : ∀j ∈ [[0, n− 1]], λj+1 = 0.

Finalement, λ0 = 0 et ∀k ∈ [[1, n]], λk = 0. La famille (Pn,k)0≤k≤n est libre.

La propriété H(n) est satisaite, elle est héréditaire et par principe de récurrence elle
est satisfaite pour tout entier n ∈ N.
La famille (Bn,k)0≤k≤n est donc libre ; elle est de cardinal n+ 1 = dim(Rn[X]), donc

La famille (Bn,k)0≤k≤n est une base de Rn[X]

b)

Soit P ∈ Rn[X] ; Tn(P ) appartient à Rn[X]. La linéarité de Tn est évidente, donc Tn

est un endomorphisme de Rn[X].

Soit P ∈ KerTn.

Tn(P ) = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n]], P (kn ) = 0 car la famille (Bn,k)0≤k≤n est libre.

Le polynôme P admet n+1 racines, il est de degré ≤ n, donc il est nul. Ker(Tn) = {0}.

Tn est un endomorphisme injectif de Rn[X] ; Rn[X] est de
dimension finie n+1, donc Tn est un automorphisme de Rn[X]

c)

Tn(A0) =

n∑
k=0

A0(
k
n )Bn,k =

n∑
k=0

(
n
k

)
Xk(1−X)n−k = (X + 1−X)n = 1

Tn(A1) =

n∑
k=0

k
n

(
n
k

)
Xk(1−X)n−k =

n∑
k=1

k
n

(
n
k

)
Xk(1−X)n−k

=

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
Xk(1−X)n−k = X

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
Xk−1(1−X)n−k

= X

n−1∑
j=0

(
n− 1
j

)
Xj(1−X)n−1−j (on a posé j = k − 1) = X

Tn(A0) = A0 ; Tn(A1) = A1
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d)

• Soit R(n) la propriété : deg(Tn(Ak)) = k pour k ≤ n

Les propriétés R(0) et R(1) sont satisfaites. Faisons une récurrence forte, c’est-à-dire
∀j ≤ k − 1, Tn(Aj) est de degré j et son terme dominant est αjX

j.

Soit k ≤ n − 1 ; supposons que R(k) soit satisfaite et utilisons l’égalité admise dans
l’énoncé.

Tn(Ak+1) =
1
nX(1−X)(Tn(Ak))

′ +XTn(Ak).

Notons αk le coefficient de Xk dans Tn(Ak) (d’après la formule et l’hypothèse de
récurrence) et αk+1 celui de Xk+1 dans Tn(Ak+1) ; les termes de plus haut degré
(apparemment) de Tn(Ak+1) sont en Xk+1. En identifiant précisement les termes en

Xk+1 on obtient : αk+1 = − 1
nkαk + αk = n− k

n αk.

Par hypothèse de récurrence, αk ≠ 0 et k ≤ n− 1 =⇒ n− k ≠ 0, donc αk+1 ≠ 0.

Tn(Ak+1) est de degré k + 1. La propriété R(k + 1) est satisfaite et par principe du
raisonnement par réccurence

∀k ∈ [[0, n]], deg(Tn(Ak)) = k

e)

• Calcul de αk.

αk = n− k + 1
n αk−1 pour k ≥ 1.

Ecrivons ces égalités pour k, k − 1, . . . , 2, 1. On obtient

αk = n− k + 1
n αk−1

αk−1 = n− k + 2
n αk−2

...
...

α2 = n− 1
n α1

α1 = n
nα0

Par l’hypothèse de récurrence, tous les αj sont non nuls 0 ≤ j ≤ k − 1. Faisons le
produit termes à termes de ces égalités et simplifions par αk−1 × . . .× α2 × α1 ≠ 0 ; il

reste αk =
n(n− 1) . . . (n− k + 2)(n− k + 1)

nk
= n!

(n− k)!nk

αk =

(
n
k

)
k!
nk

• Puisque deg(Tn(Ak)) = k, la matrice de Tn dans la base canonique de Rn[X]

est triangulaire supérieure. En effet, pour k ∈ [[1, n]], Tn(Ak) = αkX
k + Qk(X) avec

Qk ∈ Rk−1[X].

α0 = α1 = 1 d’après la question 2−c). Notons E(λ, Tn) le sous-espace propre de Tn

associé à λ.

E(1, Tn) ⊃ vect(1, X), donc dim(E(1, Tn)) ≥ 2. D’autre part, les termes diagonaux αk

sont deux à deux distincts pour k ≥ 2 : en effet, αk = n− k + 1
n αk−1 < αk−1 car

2 ≤ k ≤ n =⇒ n− k + 1 < n Cela donne n− 1 valeurs propres distinctes.

dim(E(1, Tn)) +

n∑
k=2

dim(E(αk, Tn)) ≥ 2 + n− 1 = n+ 1. Donc

dim(E(1, Tn)) +

n∑
k=2

dim(E(αk, Tn)) = n+ 1
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