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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dons l'appréciation des coples.

Les candidats sont invitds & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

IIs ne doivent faire usage d'aucun document, L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une régle gradude est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lul semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sursa ...
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera emené g prendre.

Dang tout le probléme :

o pour tout entier naturel n, on note R, [X] Pespace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré
inférieur oun égal & n; .

n n
¢ on identifie le polyndme P = Z M X* de R,[X] avec la fonction polynomiale x — Z M, avee la
k=0 R0
convention 00 = 1;

"« on rappelle la formule de Stirling : nl est équivalent 4 n”e ™/27n lorsque V'entier n tend vers oo,
Le probléme o pour objet Uapprozimation d’une fonction réelle por des fonctions polynomiales.
Dans la partie I, on étudie le cas des polynomes de Bernatein. Les parties II et IIT sont consacrées auzx polynimes
d’interpolation de Lagrange.
Les parties I et 11T sont indépendanies de lo purtie L

Partie 1. Quelques propriétés des polynémes de Bernstein

Pour tout entier n € N* et tout entier k € [0,7n], on note B, le polyndme de R,[X] défini par :

n’ e
B0 = ()81 -0, |
On pose pour tout k € [0, 7], Ax = X* et on note C,, = {Ag, Ay, ..., An) la base canonique de Ry, [X]. | ,

n
Soit T, lapplication définie sur Ry [X] telle que : VP € Ra[X], (Tu(P))(X) =Y P(%) Boi(X).
k==() ;
1. Dans cette question uniquement, on choisit n == 2.

a) Déterminer la matrice Ky de la famille (Bg,g, By 1, ngg) dans la base Ca.
b) En déduire que la famille (By 0, Ba,1, Ba,2) est une base de Ra[X].
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¢) Calenler Ts(Ao), Th(41) et To(Az); déterminer la matrice Ha de Th dans la base Ca.
Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres de Tb.
9. On revient au cas général ofi n est un entier supérieur ou égal 4 1.
8) Montrer que la fatille (By0, Ba,1, - - - Ban) ost libre; en déduire que cotte famille est une base de Rn[X].
b) Montrer que Papplication T, est un, antomprphisme de B, [X].
¢) Caleuler Tj,(Ag) et montrer que Tn(Ai) = Az
d} Montrer que pour tout k € [0, n], le degré du polynéme T, (Az) est égal & k.
Pour éablir ce résultat, on pourra utiliser la propriété suivante que lon ne demande pas de démontrer ;

Yke[0n - 1], (Tn(Ar))(X) = %X(l - X}(Tﬂ(A'k))’(X) 4 X (T (AR)) (X)

ott (Tn(Ag)) est le polynome dérivé de Tn(4k).
&) Pour tout & € [0,n], soit ay le coefficient de X* du polynéme Ty, (Ag). Calculer oy en fonction de k et n.
Tautomorphisme T}, est-il diagonalisable?
. L -
3. Soit £ une fonetion continue sur [0, 1]. On pose : ¥n & N* et Vz & [0, 1], fu(2) = Z f(-%)Bmk;(z).
. k=0
Soit z € [0, 1]. Soit (Q, A, P) 1. espace probabilisé et pour tout n € N*, soit Z,, une variable aléatoire définie

\ . . Z
aur cet espace suivant la loi binomiale de paramétres n et 2. Pour tout & N*, on pose | Zy, == —-;:3 .

2) Montrer que la suite de variables aléatoives (Zn)nz1 converge en prababilité vers le réel z.

b) Justifier 'existence de M = If%%’f | f1

¢) Soit £ un réel strictement positif. Pour tout n € N*, aoit Uy, Iévénement : Up = [lf(z’?n) - f'(z)\ > s].
On note 1y, la variable indicatrice de Pévénement U, et [, Pévénement contraire de U,.
Brablir Vinégalité : |f(Zn) — F(2)] € 2Mx 1y, +ex 15, .

d) Montrer que HEIE‘NE( #(Zx)) = f(2). En déduire que T Fulz) = f(5).

4.a) Compléter le code Scilab suivant afin quun appel & la fonction binom(n,z) renvoie une réalisation d'une
loi binomiale de pargmeétres n et 2. '
function Z=binom{(n,z)
2= van
éndfunction
b) Soit une fonction Seilad £ et tne variable z définies par :
function y=f{x)
if ¥==0 then y=0, else y=-x¥log(x),end
endfunctien
g A
Ou congidere le code Seilab suivant
p=100 ; N=1000
8=0
for k=i:N
8=8+f (binom{n,z) /n)
end
disp(8/0)
Cle code affiche une valeur approchée d'une certaine quantité. Laguelle ?
Cette valeur affichée est le résultat de la mise en ceuvre de certaines méthodes. Lesquelles 7
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Partie II. Les polyndmes d’interpolation de Lagrange

5. Soit n € N* et 20, %1, . .., Zn des réels deux b deux distincts. Soit & Papplication de Ry[X] dans R™T1
telle que : V P € Rn[X], ®(P) = (Plxo), P(z1), .- -, P(xﬂ)).
a) Montrer que I’application @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
b) On note (ep,€1,...,en) la base canonique de R™*! avec ey = (1,0,0,...,0), e1 =(0,1,0,...,0) ,......
et e, = (0,0,0,...,1). Pour tout i € [0,n], ou note L; le polynéme de R,,[X] tel que ®(L;) = e;.
X —ap
&Li— H;}; '

Montrer que pour tout i € [0,n], on a : L;(X) = H
ke[o,n}
ki

T
¢) Soit W I'application définie sur (Rn[X])? par : ¥ (P, Q) € (Ra [X])z, Y(P,Q) = Plar)Q(zr).
k=0

Vérifier que ¥ est un produit scalaire sur R, [X]. On munit alors R,[X] de ce preduit scalaire.

Montrer que (Lo, Ly, ..., Ln) est une base orthonormée de R,[X].
d) Expliciter la matrice A de passage de la base (Lo, Ly, ..., Lp) & la base canpnique C,, de R,[X].
) Soit f une fonction continue sur R & valeors réelles. .

Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique polyndme de R, [X], noté Py, vérifiant les relations :

Py(0) = F(zo), Ps(m1) = f(wr), ..., Pr{zn) = flwn). }
On dit que Py est le polyndéme d'interpolation de la fonction [ auz points xp,Z1,. .., %n. l
Exprimer Py dans la base (Lg, Ly, ..., Ly).

6. Soit zg, Z1, ..., Tn des réels appartenant & un intervalle [a,b] (a <b) telsque e Sz <y < -+ <Zp € b. |
Soit f une fonction de classe C™+! sur [a,b] et 7 un réel de [a,b] différent de xo, 1, ..., Tn.
On note Pr le polynéme d’interpolation de la fonction f aux points 2o, 21,...,2n et ¢y lo polynéme

n
d’interpolation de la fonction f aux points zg, %1, . .., Ty, T. On pose : w(X) = H(X — Tk
k=0
a) Etablir I’existence d'un réel § tel que pour tout ¢ € [a,b], ona: Qp(t) ~ Pr(t) = 8 x wlt).
b} 8oit h la fonction définie sur [a,b] par : Vit € [a,b], h(t) = f(t) — Qs(t).
Montrer que la fonction A s’annule en les (n + 2) points %, zg, 1, . .., n ¢t en déduire Pexistence d’un
véel 0 €]a,b|tel que h»+1(9) = 0.

¢) Etablir I"égalité : f(Z) — P(T) = < fD () x w ().

1
{n+ 1)

d) En déduire que pour tout ¢ € [a,b], on a: |f{t) — Pr(t)l _1 % |w(t)] x sup If(”"f"l)|.
(n + 1)¥ la,b}

Partie ITI, Exemple d’interpolation et phénoméne de Runge

Dans cette partie, on suppose que Uentier n appartient & N* et n'est plus fizd

2k
Pour tout k € [0,n], on pose : zx, = ~1 - S

1
Pour tout n € N* et pour tout p > 0, on note Py, » le polynbme d’interpolation aux points Zom, Z1,ns- - Zon
de la fonction f,.

n
Pour tout n € N*, on pose : wn(X) = H(X.— Lk ,n)-
k=0 [

Pour tout xéel p > 0, on note f, la fonction définie sur R telle que : Vo € R, fo(x) =

313 Tournez la page S.V.P.
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Cette partie se propose de mettre en évidence des conditions suffisantes de convergence de la suite (JF'J&,,q,,(:z:))ﬂn’>1
vers fo(z) pour x appartenant & un sntervaile I C R.

7.a) Justifier que la fonction f, est de classe > sur R.
b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout # € R, on a: | FM (@) =] £ (—)).
¢) Montrer que pour tout réel 2 vérifiant || < p, ona ————1——~—m+m£:}l’~s— 2
) Montrer que pour tout Z ant || < g, A p‘zwz"a
8. Dans cefte question, on admet le résultat qui suit,
Pour tout k € N, soit Ay la fonction définie sur R par : Ap(t) =t°. Soit R un réel strictement positif,
Soit (ur)ren une suite réelle. On suppose que powr toul t€]—R, R, la série de terme général upxAp(t) est
comvergente ; on note p(t) sa somme. '

Alors, la fonetion @ est de classe C™ sur]~R, R[ etVi €1-R, RletVn e N*, ona: () = E_’u;@xA( Y).
k=0

2

Soit p > 0. On pose : Vg € ]~p, pl, v(z) = p mmz
.
p ;c p—l—sr:

b} Comparer pour tout n. € N* et pour tout 2 €]—p, g, [ (2} et [ ().

a) Déterminer les réels p et g pour lesquels on a : Yo &lp pl, v(z)=

¢) Montrer que pour tout = € =p, o[ et pour tout n € N*, on a: | f,g”) (#)] < ;15% [ ()]

d) On suppose que o > 1. Montrer que pour tout x € [~1,1] et pour tout n &€ N*, on a *

nl

\ lf( )(5{:)1 ( — 1)1145»1
9. Pour @ € [~1,1] avec & & {@o,n) E1,ns - - 11 Tnn}, 08 k Ventier de [0,n — 1] tel que & €| Tkn, ﬂ:k»[-;[,n,[

2 41 ) 1
2) Ftablir les inégalités : [wa(z)] < (%)" (ke + 1) (n— k) < (%)” % al.

b} A Paide de la formule de Stirling (rappelée dans le préambule du probléme), reontrer qu'il existe un
. N
entier ng tel que pour tout n > ng, on a pour tout z € [~1, 1] |unle)| € (E)
¢) Déduire des questions 6.d), 8.d) et 9.b) qu'une condition suffisante pour que nlﬁ:&m | fo() — Py, ()| == 0

- 2
pour tout z € [~1,1], est ’p>1+’é‘

1t N
10.8) On pose : ¥V p > 0, H{p) = 1 f In (£* + p*)di. A 'aide d’une intégration par parties, calouler H{p).
-1

Montrer que la fonction H est prolongeable par continuité en 0. On note encore H la fonction prolongée.
b) Montrer que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de R.p. sur un intervalle & déterminer.

¢) Montrer gu'il existe un unique réel po>0 tel que H{pg) =In2-1. Montrer que po <1 (on donne In2 = 0.693).

d) On note ¢ le nombre complexe de module 1 et d’argument g et |ip| le module du nombre complexe ip.

1. .
Vérifier que pour tout p > 0, on a : jwa(ip}| > 0. Montrer alors que HEI_EM Elnlwn.(ip)[ = H{(p).
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11. La fonction Arctan est codée dans le langape Scilab par atan,
Le programme suivant renvoie une valeur approchée d'un réel sq & 0.001 priw.
function z=G(x) ; ==(1/2)*(log((1+x~2)/4))+x*(atan(i/fx)) ; endfuncbion
n=0,26; v=1;
while {v-u)> 0.0Q1 do
if G(lutv) /2)> 0 then v={ntv)/2; and
if G((utv) /2)< 0 then u=(u+v)/2; end
if G((utv)/2)==0 then v={utv)/2; u=(u+v}/2; end
end
disp ((u+v)/2)
a) Quelle est la méthode mise en ceuvre dans ce programme ? Donner une équation vérifiée par s.
b) Comparer sg et py.
12. Pour tout n € N*, on pose : Sp(X) = 1 — (X2 + p*) P, . (X).
a) Montrer gue le polynéme w, divise le polynéme S,.

b) Montrer que le polyndme Py, est pair.
1
¢) Pour tout n & N*, on pose : gy, = 1 — - Exprimer |wy(y,)| en fonction de n.

Trouver un équivalent de |w.{y,)| lorsque n tend vers -+oc, de la forme %x a®, oli T et o sont des réels
strictement positifs que PPon déterminera.
d) On admet sans démonstration que : lim (1 |w,(ip)| — nH(p)) = 0.

Déduire de ce résultat admis et de 1a question 12.c), un équivalent de | wn (wn)

Dans les questions 18 et 14, on suppose que n est impair.
18.a) Montrer que w,{ip} € R* et exprimer S5, (X) en fonction de w,(X) et wy(ip).
b) En déduire que pour tout & € [-1,1], on a: | fo() — Py, nlz)| = fol2)x l Wn(2 o) \

14. On suppose que 0 < p < po.
a) Déterminer lim [folyn) — P, (um)|-

b) En déduire que n_ljlfm [ﬁ'ﬁ] | fol) — Pf(,,n(iﬁ)[ = +o0 (phénoméne de Runge).
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CORRIGE

Partie I. Quelques propriétés des polynéomes de Bernstein

1-a)
BQ’O(X) = (1—X)2 :1—2X+X2 3 Bg,l(X) =2X 1—X) =2X —2X? ) BQ,Q(X) = X2 ) donc

(
1 0 0
Ko=1-2 2 0

1 -2 1
b)
La matrice K, est inversible car spect(K») = {1,2} qui ne contient pas 0.
c)
To(A0)(X) = Ag(0)(1 = X)? + Ap(3)2X (1 — X) + Ag(1) X?

=(1-X)2+2(X-XY)+X2=1
To(A)(X) =22X(1-X)+X>=X

To(4s) = 12X(1-X)+ X2 = LX + X7
1 0 0
0o 1 1
HQ = 2
00 3%

Notons E(T,,\) le sous-espace propre de Ty associé a \.

spect(Hz) = {%a 1} 5 801t P = agAo + a1 Ay + agAy 5 To(P) = agAo + (a1 + %ag)z‘h + %Az.

Qg = %ao
_ 1 1 1 a =0
Ty(P) = 5P <= q 1+ 502 501 <:>{a1 — a
%ag = %QQ

E(Ts, %) ={(P=a1 X —a1X? € Ry[X] / a1 € R} = vect(X — X?)

ap = Qo
aJri =a

To(P)=P<«=<{ 1" a Ves{ay =0
%ag = a2

E(Ty,1) = {P = agAo + a1 41 € Ro[X] / (ag,a1) € R%} = vect(1, X)

2-a)
. n
Les coefficients (k) sont non nuls. Posons P, ; = X¥(1 — X)»~*
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La famille (B, x)o<k<n est libre si et seulement si la famille (P, x)o<k<n est libre.
Montrons par récurrence sur n que la famille (P, x)o<x<n, est libre et notons H(n) cette
proposition.

H(0) est satisfaite car Py = 1. H(1) est satisfaite car T1p =1—- X ; T31 = X et ces
deux vecteurs sont libres car non proportionnels.

Supposons H(n — 1) satisfaite pour n —1 > 0.

Soit (Ax)o<r<n € R™H! telle que ZAkPn,k = 0. Cela se traduit par
k=0

D MXF1-X)"F=0=VreR, Y Maf(1-2)"F =0 (2.a)
k=0 k=0
Pour = = 0, I'égalité (2.a) donne Ay = 0. Donc (2.a) équivaut a

Ao =0et Y NXF(1—X)"F = XD NX(1 - X)"F = 0. Le polynéme X n’est pas
k=1 k=1

n n
nul, donc X Y MXF'(1-X)"F =0 > NX"'(1-X)"* =0. Posons j = k-1, on
k=1 k=1
obtient
n—1 ) ) n—1
SN X1 =X)" =3 NPy =0,
j=0 §=0

Par I'hypothese de récurrence, la famille (P,_1x)o<k<n—1 est libre , donc l'égalité
précédente donne : Vj € [0,n — 1], Aj41 = 0.

Finalement, Ay =0 et Vk € [1,n], A\ = 0. La famille (P, x)o<xr<n €st libre.

La propriété H(n) est satisaite, elle est héréditaire et par principe de récurrence elle
est satisfaite pour tout entier n € N.

La famille (B, x)o<k<n est donc libre ; elle est de cardinal n + 1 = dim(R,[X]), donc

La famille (B, x)o<k<n €st une base de R, [X]

b)
Soit P € R,[X] ; T,,(P) appartient a R,[X]. La linéarité de T,, est évidente, donc T,
est un endomorphisme de R,[X].

Soit P € KerT,.
T,(P) =0 <= Vk € [0, n], P(%) =0 car la famille (B, 1)o<r<n est libre.

Le polynoéme P admet n+1 racines, il est de degré < n, donc il est nul. Ker(T;,) = {0}.

T, est un endomorphisme injectif de R,[X] ; R,[X] est de
dimension finie n + 1, donc T, est un automorphisme de R,,[X]

1
n—1
=X (” 1) Xi1-X)""1(onaposé j=k—1) =X
j=0
Tn(Ao) = Ao 3 Th(Ar) = Ay
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d)
e Soit R(n) la propriété : deg(T,,(Ax)) = k pour k <n

Les propriétés R(0) et R(1) sont satisfaites. Faisons une récurrence forte, c’est-a-dire
Vj<k-—1, T,(A;) est de degré j et son terme dominant est o;X7.

Soit k < n —1 ; supposons que R(k) soit satisfaite et utilisons 1’égalité admise dans
I’énoncé.
To(Ai) = 5 X (1= X)(Tu(Ar)) + XTo(A).

Notons «a; le coefficient de X* dans T,(4;) (d’apres la formule et ’hypothese de
récurrence) et agyy celui de X**! dans T,(Agyq1) ; les termes de plus haut degré
(apparemment) de T, (Ax41) sont en X*+1. En identifiant précisement les termes en
n—=k

X*+1 on obtient : ajyq = —%kak +op =

A .

Par hypothese de récurrence, ay #0 et k <n—1=n—k # 0, donc ay,; # 0.

T, (A1) est de degré k + 1. La propriété R(k + 1) est satisfaite et par principe du
raisonnement par réccurence

VEk € [0,n], deg(T,(Ar)) =k

e)

o Calcul de ay.

o = niTMOékfl pour k>1.
Ecrivons ces égalités pour k,k —1,...,2,1. On obtient
— 1

o =n=ktl,

Qg1 = %Mak_g
_n-1
Q2 =7 ™
ap = %CMO

Par I'hypothese de récurrence, tous les «; sont non nuls 0 < j < k£ — 1. Faisons le
produit termes a termes de ces égalités et simplifions par az_; x ... x ag x a3 #0 ; il
nn—1)...n—k+2)(n—k+1) n!

k

n (n — k)In*

n\ k!
= (i)

e Puisque deg(T,(A4x)) = k, la matrice de T, dans la base canonique de R,[X]
est triangulaire supérieure. En effet, pour k € [1,n], T,(Ax) = axX* + Qr(X) avec
Qr € Ry_y[X].

ap = aq = 1 d’apres la question 2—c). Notons E(\,T,) le sous-espace propre de T,
associé a .

reste ap, =

E(1,T,) D vect(l,X), donc dim(E(1,T,)) > 2. D’autre part, les termes diagonaux oy,
sont deux a deux distincts pour k¥ > 2 : en effet, ap = n_TImak_l < ap_q car

2<k<n=n-k+1<n Cela donne n — 1 valeurs propres distinctes.

dim(E(1,T,)) + ) dim(E(ay, T,)) 2 2 +n —1=n+ 1. Donc
f=2
dim(E(1,T5)) + ) dim(E(ax, T)) = n+ 1
f=2
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