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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

ESCP-HEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

Partie I : une démonstration probabiliste de la formule de Stirling.

1−a)

Posons u = n(1− x) ; du = −ndx ; x = n− u
n

.

In = − 1
n

∫ 0

n

(
u
n exp(n− u

n )
)n

du = 1
n

∫ n

0

un

nn
exp(n− u)du.

In = en

nn+1

∫ n

0

une−udu

b)

Soit h(x) = x+ ln(1− x) + x2

2
pour x ∈ [0, 1[. La fonction h est dérivable sur [0, 1[ ;

∀x ∈ [0, 1[, h′(x) = 1− 1
1− x

+ x = −x2
1− x

≤ 0

La fonction h est décroissante, h(0) = 0, donc h(x) ≤ 0.

∀x ∈ [0, 1[, x+ ln(1− x) ≤ −x
2

2

c)

D’après le b), pour x ∈ [0, 1[, ln(1 − x) ≤ −x − x2

2
. Par croissance de l’exponentielle,

0 < 1− x ≤ e−x exp(−x
2

2
) ⇐⇒ 0 < (1− x)ex ≤ exp(−x

2

2
).

Donc, pour x ∈ [0, 1], 0 ≤ (1−x)ex ≤ exp(−x
2

2
) ; par croissance de la fonction t 7→ tn sur

R+, on obtient 0 ≤
(
(1− x)ex

)n

≤ exp(−nx
2

2
) ⇐⇒ 0 ≤ (1− x)nenx ≤ exp(−nx

2

2
).

Les bornes de In sont dans l’ordre croissant ; on intègre cet encadrement :

0 ≤ In ≤
∫ 1

0

exp(−nx
2

2
)dx.

∀x ∈ R+, exp(−nx
2

2
) ≥ 0, donc

∫ 1

0

exp(−nx
2

2
)dx ≤

∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx.

Par suite : 0 ≤ In ≤
∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx. (1.c)

Posons t = x
√
n ; le changement est C1, strictement croissant, donc licite. dx = 1√

n
dt.
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.



2 ESCP-HEC VOIE S 2017

∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx = 1√

n

∫ +∞

0

exp(− t
2

2
)dt

=

√
2π√
n

∫ +∞

0

1√
2π

exp(− t
2

2
)dt

=

√
2π

2
√
n

∫ +∞

−∞

1√
2π

exp(− t
2

2
)dt car t 7→ exp(− t

2

2
) est paire

=

√
2π

2
√
n

=

√
π
2n

L’encadrement (1.c) donne

∀n ≥ 1, 0 ≤ In ≤
√ π

2n

2−a)

x ∈ ]0, 1[=⇒ h∗n(x) =
(
(1− x)ex

)n

> 0. Donc

H(x) = −2
lnh∗n(x)

nx2
= − 2n

nx2

(
ln(1− x) + x

)
.

On effectue un développement limité à l’ordre 2 de ln(1− x).

ln(1− x) + x = −x− x2

2
+ o(x2) + x = −x

2

2
+ o(x2).

H(x) = − 2
x2

(
− x2

2
+ o(x2)

)
= 1 + 0(1).

lim
x→0

H(x) = 1 ; on posera, par la suite, H(0) = 1

b)

La fonction g est C∞ sur ]0, 1[ ;

g′(x) = − ln(1− x)− x ≥ x2

2
> 0 d’après 1−b). La fonction g est strictement croissante

sur ]0, 1[, g(0) = 0, donc ∀x ∈ ]0, 1[, g(x) > 0.

g′′(x) = x
1− x

> 0.

La fonction g est convexe et strictement positive sur ]0, 1[

c)

H(x) = −2
ln(1− x) + x

x2

H ′(x) = −2
x2( −1

1−x + 1)− 2x(ln(1− x) + x)

x4

= −2 1
x4

(
− x3

1− x
− 2x ln(1− x)− 2x2

)
= 2 1

x3

(
x2

1− x
+ 2 ln(1− x) + 2x

)
= 2 1

x3(1− x)

(
− x2 + 2(1− x) ln(1− x) + 2x

)
4 1
2x3(1− x)

(
(1− x) ln(1− x) + x− x2

2

)
H ′(x) = 4

g(x)

x3(1− x)
; H est croissante strictement sur ]0, 1[, donc sur [0, 1[ par continuité

en 0.

H(0) = 1 ; lim
x→1−

ln(1− x) = −∞ =⇒ lim
x→1−

(−2
ln(1− x) + x

x2
) = +∞.
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.



ESCP-HEC VOIE S 2017 3

La fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ sur son image [1,+∞[

3−a)

La suite définie par un = 1
3√
n+ 1

convient.

b)

lim
n→+∞

un = 0 =⇒ lim
n→+∞

H(un) = H(0) = 1 par continuité de H au point 0.

lim
n→+∞

vn = 1

c)

hn(x) ≥ 0 ; un < 1, donc
∫ 1

0

hn(x) ≥
∫ un

0

hn(x)dx ; donc In ≥
∫ un

0

exp(−nx
2

2
H(x))dx.

0 ≤ x ≤ un < 1 ⇐⇒ H(x) ≤ H(un) par stricte croissance de H sur [0, 1[ ; par suite

−H(x) ≥ −vn, donc −nx
2

2
H(x) ≥ −nx

2

2
vn, puis par croissance de l’exponentielle,

exp(−nx
2

2
H(x)) ≥ exp(−nx

2

2
vn). Les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant

donc
∫ un

0

exp(−nx
2

2
H(x))dx ≥

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx et par suite In ≥

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx

Posons y = x
√
nvn ; dy =

√
nvndx, donc

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx = 1√

nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy

In ≥ 1√
nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy

d)

On a donc l’encadrement suivant : 1√
nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy︸ ︷︷ ︸

=Jn

≤ In ≤
√ π

2n
(3.d)

Jn =

√
2π√
nvn

∫ un
√
nvn

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy.

lim
n→+∞

vn = 1 =⇒
√
2π√
nvn

∼
(n→+∞)

√
2π√
n

;

un
√
nvn ∼

(n→+∞)
un

√
n, donc lim

n→+∞
un

√
nvn = +∞. Par conséquent,

lim
n→+∞

∫ un
√
nvn

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy =

∫ +∞

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy = 1

2
d’après la loi normale centrée

réduite. Il en résulte que Jn ∼
(n→+∞)

1
2

√
2π√
n

=

√
π
2n

.

D’après l’encadrement (3.d),

In ∼
(n→+∞)

√ π
2n

4−a)
D’après la cours, par stabilité des lois gamma, la variable Sn suit la loi Gamma de
paramètre (1, n), dite loi de Erlang.

Une densité de Sn est fSn
(x) =

{
0 si x < 0
xn−1

(n− 1)!
e−x si x ≥ 0
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